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Aufgabe 1.  An einem Mail-Transfer-Agenten (MTA) treffen Spam- und Nutz-Emails
geméf zweier unabhéngiger Poisson-Prozesse ein. Im Schnitt kommen Ag Spam- und Ay
Nutz-Emails pro Minute an.

a) Wie ist die Anzahl der Emails, die im Zeitraum von ¢ Minuten eintreffen, verteilt?
Wie hoch ist die Wahrscheinlichkeit, dass in einem zufillig ausgewéhlten Zeitraum
von einer Minute hochstens eine Spam-Email eintrifft, wenn Ag = 6.6 ist?

Wir nehmen einen beliebig grofen FIFO-Puffer fiir eingehende Emails an, und die Bear-
beitungszeit ist exponentialverteilt mit Parameter p. Weiter ist die Ankunftsrate so, dass
100 Emails pro Minute eintreffen. Man betrachte das System im Gleichgewicht.

b) Welches Bediensystem kann zur Modellierung der Anzahl an Emails im System ver-
wendet werden?

c) Welche Bedienrate muss der MTA haben, um eine mittlere Antwortzeit von 30 Se-
kunden einzuhalten? Wie viele Emails befinden sich in diesem Fall im mittel im
System?

d) Wie grof§ ist die Wahrscheinlichkeit, dass sich eine Email linger als 40 Sekunden in
der Warteschlange befindet, wenn p = 104 ist?

Der MTA besteht aus zwei Bearbeitungsschritten. Schritt Eins markiert Spam-Emails und
Schritt Zwei ordnet Emails Benutzern zu. Die Bedienrate der zwei Bearbeitungsschritte ist
jeweils stochastisch unabhangig exponentialverteilt mit den Parametern pug = pa = 104.

e) Welche Verteilung hat die Bedienzeit? Um was fiir ein Bediensystem handelt es sich?

f) Berechnen Sie Erwartungswert und Varianz der Bedienzeitverteilung mit Hilfe der
Laplace-Transformierten.

Es steht leider kein MTA mit einer ausreichenden Bedienrate zur Verfiigung. Aus der
zur Verfiigung stehenden Hardware kann ein System mit drei MTA gebaut werden. Die
Bearbeitungszeiten sind exponentialverteilt mit Parametern i1, fis, fi3. Das System wird als
Geburts- und Todesprozess modelliert, in dem die Bedienintensitaten wie folgt aussehen:
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wobei (i1, 142,143) ist eine Permutation von (1,2, 3).



g) Fir den Fall, dass i1 = fiz = i3 ist. Um was fiir ein Bediensystem handelt es sich?
Im Folgenden ist fi; = 80, i, = 30, i3 = 40.

h) Fir welche Permutationen (iy,4s,73) der MTA wird im Gleichgewichtszustand die
minimale beziehungsweise maximale erwartete Warteschlangenldnge fiir das System
angenommen? Geben sie diese Permutationen an und begriinden Sie kurz ihre Ant-
wort.

i) Berechnen Sie fir die zwei gefunden Permutationen die erwartete Warteschlangen-
lange im Gleichgewichtszustand.

Hinweis Fiir alle 0 < 2 < 1 gilt:
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Aufgabe 2. Gegeben sei folgendes Warteschlangennetz mit J = 3 Stationen:
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Die Stationen 1 und 2 sind M/M/1/oco-Systeme, Station 3 ist ein M/M/2/oco-System,
jeweils mit Bedienraten p; > 0. Der Ankunftsprozess ist ein Poisson-Prozess mit Inten-
sitit A = 3, die Routingparameter sind in der Skizze angegeben. Offenbar kann dieses
Warteschlangennetz als Jackson-Netz modelliert werden.

a) Geben Sie den Zustandsraum und die Routingmatrix an.
b) Losen Sie die Flussgleichungen.

c) Wann existiert allgemein eine stationire Verteilung?
Im Folgenden seien p; = 10, o = 10 und usg = 4.

d) Bestimmen Sie die stationédre Verteilung.

e) Wie grof ist die Auslastung der drei Stationen, also die Wahrscheinlichkeit, dass sich
in der jeweiligen Station mindestens eine Anforderung befindet?

Das Warteschlangennetz wird jetzt zu einem geschlossenen Jackson-Netz modifiziert. Die
Flisse aus der Auflenwelt in das Netz und der Fluss aus Station 3 in die Auenwelt fallen
weg. Die neuen Routingparameter fiir die Anforderungen, die Station 3 verlassen, lau-
ten r3; = 2/3 und r3y = 1/3. Es befinden sich M = 2 Anforderungen im Netz.

f) Skizzieren Sie das geschlossene Jackson-Netz analog zur obigen Skizze.

g) Geben Sie den Zustandsraum und die Routingmatrix des geschlossenen Netzes an.
Wie grof3 ist der Zustandsraum?

h) Bestimmen Sie diejenige Losung der Flussgleichungen, bei der A; = 5 ist.

i) Bestimmen Sie die stationdre Verteilung.



j) Der das geschlossene Jackson-Netz beschreibende Markov-Prozess besitzt den folgen-
den Intensitatsgraphen:

Geben Sie die Zuordnung der Zustéinde s1, ..., s an. Begriinden Sie Thre Zuordnung.
Ist die eingebettete Markov-Kette periodisch oder aperiodisch?



