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Zusatzübung zur Theoretishen InformationstehnikProf. Dr. Rudolf Mathar, Gernot Fabek, Chunhui Liu25.2.2009, 14:00 Uhr, WSH 24 A 407Aufgabe 1. Gegeben sei ein Sensor, der eine binäre Entsheidung über die Anwesenheitbzw. die Abwesenheit eines Ereignisses tre�en soll. Das Ereignis trete mit der Wahrshein-lihkeit p ein. Der Sensor sei so ausgelegt, dass er mit einer Wahrsheinlihkeit pm dasEintreten des Ereignisses verpasst. Zudem bestehe die Wahrsheinlihkeit pf für einenFalshalarm. Die vom Sensor getro�ene binäre Entsheidung werde dann über einen bi-nären symmetrishen Kanal mit einer Kanalfehlerwahrsheinlihkeit ε übertragen.(a) Bestimmen Sie die e�ektiven Fehlerwahrsheinlihkeiten p̃m und p̃f , die am Ausgangdes Kanals beobahtet werden, in Abhängigkeit von ε und pm bzw. pf .(b) Mit welher Wahrsheinlihkeit pe liegt am Ausgang des Kanals eine falshe Entshei-dung vor in Abhängigkeit von p, p̃m und p̃f?() Am Ausgang liege eine falshe Entsheidung vor. Mit welher Wahrsheinlihkeit fanddas Ereignis statt in Abhängigkeit von p, p̃m und p̃f?Aufgabe 2. Geben sei die Funktion

f(x) =
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x
, falls 1 ≤ x ≤ 2

0, sonst.(a) Bestimmen Sie µ so, dass f(x) die Voraussetzungen an eine Wahrsheinlihkeitsdihteerfüllt.Sei X nun eine absolut-stetige Zufallsvariable mit der Wahrsheinlihkeitsdihte aus (a).(b) Bestimmen Sie den Erwartungswert E(X) und die Varianz V (X).() Bestimmen Sie die Verteilungsfunktion FX(x).(d) Die absolut-stetige Zufallsvariable Y sei gegeben durh Y = ln X. Bestimmen Sie dieWahrsheinlihkeitsdihte von Y .(e) Berehnen Sie den Erwartungswert E(Y ).



Aufgabe 3. Gegeben seien die zwei diskreten Verteilungen ppp = (1
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2
. Berehnen Sie die Kullbak-Leibler Distanz D(ppp‖qqq) bzgl. log2.(b) Sei 0 ≤ t ≤ 2

3
. Bestimmen Sie t so, dass D(ppp‖qqq) minimal wird.() Für welhe diskrete Verteilung rrr ist D(rrr‖ppp) minimal und für welhe maximal?(ohne Beweis)Hinweis:Es ist 0 · log2 0 = 0.Aufgabe 4. Gegeben seien die drei diskreten ZufallsvariablenX, Y, Z mit jeweils endlihemTräger und der gemeinsamen Zähldihte

f(x, y, z) = f1(y|x, z)f2(x)f3(z).Es gelte zusätzlih f(x, y, z) > 0 für alle x, y, z.(a) Zeigen Sie: X und Z sind stohastish unabhängig.(b) Zeigen Sie nun: I(X, Y |Z) ≥ I(X, Y )Aufgabe 5. Gegeben sei der folgende Kanal:
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PSfrag replaements
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Jeder der eingezeihneten Übergänge habe die Übergangswahrsheinlihkeit 1

2
.(a) Wie groÿ ist H(Y ) maximal (bzgl. log2)?(b) Berehnen Sie H(Y |X).



() Geben Sie drei vershiedene Eingangsverteilungen von X an, für welhe H(Y ) denWert aus (a) annimmt.(d) Wie groÿ ist die Kapazität des Kanals?Hinweis:Es ist 0 · log
2
0 = 0.Aufgabe 6. Gegeben sei der folgende Kanal:PSfrag replaements
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Das Eingangssignal X unterliege der Leistungsbeshränkung E(X2) ≤ 4 und habe denErwartungswert E(X) = 0. Die additiven Raushterme N1 und N2 seien normalverteiltmit N1 ∼ N(0, 1) und N2 ∼ N(0, 2). Das Eingangssignal X und die beiden Raushterme
N1 und N2 seien gemeinsam stohastish unabhängig. Für den Parameter µ gelte 0 ≤ µ ≤ 1.Die Zufallsvariable Y repräsentiert das Ausgangssignal.(a) Sei µ = 1. Berehnen Sie die Kapazität des Kanals (bzgl. ln).(b) Der Parameter µ liege wieder im Intervall [0, 1]. Berehnen Sie die Kapazität inAbhängigkeit von µ.() Für welhen Wert von µ ist die Kapazität maximal?(d) Wie groÿ ist die maximale Kapazität des Kanals?Aufgabe 7. Gegeben sei ein MIMO-Kanal mit vier Empfangsantennen und drei Sende-antennen. Die Leistungsbeshränkung für das Eingangssignal betrage L = 2. Die additiveStörung sei gegeben durh ZZZ ∼ SCN(000, 40 · III4). Die Kanalmatrix HHH sei gegeben durh
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(a) Berehnen Sie die Kapazität des Kanals (bzgl. ln).(b) Geben Sie die Kovarianzmatrix QQQ an, für welhe die Eingabe XXX = SCN(000,QQQ) dieKapazität des Kanals erreiht.



() Betrahten Sie einen MIMO-Kanal mit der 1 × 1-Kanalmatrix H = 1. Die additiveStörung sei gegeben durh Z ∼ SCN(0, σ2). Wie hoh darf bei gleiher Leistungsbe-shränkung L = 2 die Störleistung σ2 sein, so dass dieser Kanal die gleihe Kapazitätbesitzt wie der Kanal aus (a)?Aufgabe 8. Für das Chip-Design eines Algorithmus, der mindestens 24 Mb Daten proZeiteinheit verarbeiten soll, stehen zwei Shaltungsblöke zur Verfügung, die gegeneinan-der austaushbar sind. Blok A, der eine Chip�ähe von 6 mm2 einnimmt, kann in einerZeiteinheit 6 Mb Daten verarbeiten, während Blok B eine Chip�ähe von 3 mm2 besitztund in einer Zeiteinheit 2 Mb Daten verarbeiten kann. Für den Algorithmus werden min-destens 3 Blöke vom Typ A und 3 Blöke vom Typ B benötigt. Um den Ausshuss vonChips in der Fertigung gering zu halten, darf die Gesamt�ähe eines Chips niht gröÿer als30 mm2 sein. Die Kosten für einen Blok vom Typ A betragen 10 Euro und ein Blok vomTyp B kostet 2,50 Euro. Das Ziel des Herstellers ist es, die Anzahl der Blöke vom Typ Aund die Anzahl der Blöke vom Typ B bei Einhaltung der tehnishen Randbedingungenso zu wählen, dass die Chipkosten minimiert werden.(a) Formulieren Sie das zugehörige Optimierungsproblem in kanonisher Form.(b) Lösen Sie das Optimierungsproblem graphish.() Wie hoh sind im Optimalfall die Kosten für einen Chip?


