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Aufgabe 1. Ein Puffer besitze eine maximale Kapazitiat von r Paketen. Zu den Zeitpunk-
ten n € N komme mit Wahrscheinlichkeit a € [0,1] ein neues Paket an. Falls der Puffer
noch freie Kapazitiat aufweist, wird das Paket angenommen, ansonsten wird es abgewiesen.
Entsprechend werde zu diesen Zeitpunkten mit Wahrscheinlicheit 5 € [0,1] ein bereits
im Puffer befindliches Paket weitergeschickt. Das Ankommen neuer und das Verschicken
bereits im Puffer befindlicher Pakete sei stochastisch unabhéngig. Es sei X,, die Anzahl der
Pakete im Puffer zum Zeitpunkt n € Ny nach zufalligem Zu- und Abgang, Xg = s < r.

a) Geben Sie Zustandsraum, Ubergangsgraph und Ubergangsmatrix der Markov-Kette
{Xn}TLENO an.

b) Wie lauten die globalen Gleichgewichtsgleichungen?

c¢) Berechnen Sie fiir r =3, a = = % die stationére Verteilung der Markov-Kette.

Aufgabe 2. Die Markov-Kette {X, },en, beschreibe eine Irrfahrt auf Z. Fir j € Z
und die Zeitschritte n € Ny gelten dabei die Ubergangswahrscheinlichkeiten nach rechts
P(X,+1 =7+ 1|X, =j) = p und nach links P(X,,;; =75 — 1|X,, =j) =1 —p =: ¢, wobei
pin 0 < p <1 liegt. Der initiale Zustand lautet X, = 0.

a) Geben Sie Zustandsraum, Ubergangsgraph und Ubergangsmatrix der Markov-Kette
{ X, }nen, an. Fiir welche p ist diese Markov-Kette irreduzibel?

b) Seien die Zufallsvariablen Y; = X; — X, ; die Differenzen aufeinander folgender
Zustinde. Deren Summe zum Zeitpunkt n sei Z,, = Y, Y;. Welche Werte koénnen
Y; und Z,, annehmen und wie sind Y;, Z,, und X, verteilt?

c¢) Bestimmen Sie fiir die Markov-Kette {X, },en, die n-Schritt-Ubergangswahrschein-
lichkeit p(()g).

d) Zeigen Sie mit Proposition 3.9, dass diese Markov-Kette fiir die symmetrische Uber-
gangswahrscheinlichkeit p = % rekurrent und sonst transient ist.

e) Zeigen Sie mit Definition 3.7, dass diese Markov-Kette fiir p = % rekurrent und sonst
transient ist. Verwenden Sie dazu die Riickkehrwahrscheinlichkeit fég") = 2¢,-1(pq)"™

und fégnﬂ) = 0 mit ¢, aus dem Hinweis. Diese Aufgabe ist unabhéingig von den
iibrigen Unterpunkten l6sbar.

Hinweis zu d): Nutzen Sie an Stelle der Fakultiat die Ndherung durch die Stirlingformel:
n! ~ v/2mn (%)n Die allgemeine harmonische Reihe Y >, ,%a konvergiert mit dem Para-
meter a > 1 und divergiert mit o < 1.

Hinweis zu e): Verwenden Sie fiir die sog. catalanschen Zahlen ¢, die erzeugende Funktion:

Zoo oo = 1—+/1—-4z
n=0 "1 - 2z '




