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Aufgabe 1. Es werde das folgende Optimierungsproblem

min z?+1
sd. (z—=2)(z—4)<0

fiir x € R betrachtet.

a) Zeigen Sie, dass die Zielfunktion f(z) = 2% + 1 konvex ist.
b) Geben Sie die zuldssige Losungsmenge des Problems an.

c) Bestimmen Sie die optimale Losung des Problems unter Verwendung der KKT-
Bedingungen.

Aufgabe 2. Gegeben sei das unten dargestellte MIMO-System. Das eingangsseitige
Datensymbol z soll ausgangsseitig moglichst gut durch & rekonstruiert werden. Ziel der
Aufgabe ist es, hierfiir die optimalen Sende- und Empfangsvektoren b bzw. a zu bestimmen.

n € R"R
b e R"r H ¢ R"rXnT a € R"R
y € Rz

s € R"r

reER —» b » H » a —>» 2R

Abbildung 1: MIMO-System

Fiir die gesamte Aufgabe werden folgende Annahmen gemacht: Es gibt keine Unterscheidung
beziiglich der Grof- und Kleinschreibung der Zufallsgroflen  und m und deren Realisierung.
Das mittelwertfreie Datensymbol ist normiert auf E(z?) = 1. Fiir die additive Storung gilt
n ~ N,.(0,%,). Die Kanalmatrix H sei fest und bei Sender und Empfénger bekannt.

a) Geben Sie & in Abhéingigkeit des Eingangssymbols z und des Stérterms n an.

b) Das Sendesymbol s unterliege einer Leistungsbeschrankung E(s's) < Pr. Zeigen Sie,
dass diese Leistungsbeschrénkung ausschliellich in Abhéngigkeit des Sendevektors b
formuliert werden kann.



Zur Rekonstruktion von & soll der mittlere quadratische Fehler (mean square error, MSE),
definiert als

MSE(a, b) = E((x — £)?)
=a/(HbVH' +X,)a+1—-adHb—bH'a,

beziiglich des Sendevektors b und des Empfangsvektors a minimiert werden. Das zugehorige
Optimierungsproblem lautet fiir diesen Fall

min MSE(a, b)

s.d. tr(bb") < Pr.
Es lasst sich zeigen, dass dieses Problem durch hierarchische Optimierung getrennt gelost
werden kann. Es soll daher zuerst ein optimaler Empfangsvektor a* als Losung von

min MSE(a, b)

bestimmt werden.

c) Bestimmen Sie einen optimalen Empfangsvektor a*, der MSE(a, b) minimiert. Gehen

Sie dabei davon aus, dass der Vektor b fest ist.
Hinweis: Es gelten die Beziehungen
oc'x Ox'Dx
= — D D, .
ox O ox (D+ D)z

d) Zeigen Sie, dass obiges Optimierungsproblem ein konvexes Optimierungsproblem ist.
Verwenden Sie dazu die folgendene Beziehung zwischen einer zweifach differenzierbaren,
konvexen Funktion f und ihrer Hesse-Matrix V2f(x):

f(z) ist konvex &  V?f(z)>0.

e) Zeigen Sie mit Hilfe der Beziehung
1

HbVH +3%,) "'Hb=X'Hb
( ) n T W H'S Hb

die Giiltigkeit von
1
1+ 0H'Y,"Hb

MSE(b) := MSE(a*, b) =

Im Folgenden soll nun ein optimaler Sendevektor b* bestimmt werden. Hierfiir ist das
verbleibende Optimierungsproblem

min MSE(d)
s.d. tr(bb) < Pr

zu losen. Aus der Matrix-Analysis ist das sogenannte Rayleigh-Ritz-Theorem bekannt.
Dieses besagt, dass fiir eine hermitesche Matrix A € C™*" und « € C" gilt

Amax(A) = max {x" Az | x"x =1},
wobei Apax(A) den grofiten Eigenwert der Matrix A bezeichnet.

f) Finden Sie unter Beriicksichtigung des Rayleigh-Ritz-Theorems einen optimalen
Sendevektor b*. Gehen Sie dabei davon aus, dass die Leistungsbeschrankung mit
Gleichheit erfillt wird.

g) Erklaren Sie das Ergebnis aus Unterpunkt f).



